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Tržaška 25, 1000 Ljubljana
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This paper presents a method for estimating the trans-
formation between the triad of optical markers and iner-
tial measurement unit that contains a gyroscope. To es-
timate the orientation between the triad and the inertial
measurement unit it is necessary to know the reference
orientation, which is calculated from the triad of mark-
ers. Rotational velocity is then calculated from the refer-
ence orientation, which is then compared with the veloc-
ity measured by the gyroscope. The orientation between
the triad and the inertial measurement is then determined
using linear and nonlinear least squares methods.

1 Uvod

Inercijske merilne enote se uporabljajo za merjenje orien-
tacije objektov na katere so pritrjeni. Zaradi nizke cene in
majhnosti postajajo vedno bolj zanimivi za določanje gi-
banja pri človeku in stroju [1]. Inercijske enote so običajno
sestavljene iz triosnega žiroskopa, ki meri rotacijsko hi-
trost, ter triosnega pospeškometra. Izhodi iz senzorjev
omogočajo izračun orientacije s pomočjo različnih algo-
ritmov senzorne fuzije [2, 3]. Inercijske merilne enote
imajo v primerjavi z drugimi sistemi za merjenje orienta-
cije objektov, kot so optičnimi sistemi z markerji, številne
prednosti, pravtako pa tudi pomankljivosti. Predvsem je
prednost inercijskih enot enostavna namestitev in upo-
raba, pomanjkljivost pa nižja točnost določanja orienta-
cije. Tudi takrat, ko je enostavnost uporabe in namestitve
bolj pomembna kot točnost določanja orientacije, se po-
skuša točnost izboljšati z različnimi metodami senzorne
fuzije [4]. Običajno to zahteve testiranje različnih algo-
ritmov z različnimi nastavitvami, pri čemer je seveda po-
trebno rezultat primerjati z bolj točnimi referenčnimi me-
ritvami, ki jih omogočajo optični merilni sistemi z mar-
kerji [5]. Cilj je torej objektivno oceniti kvaliteto in toˇcnost
meritev, ki jih dobimo s pomočjo inercijskih senzorjev
in algoritmov senzorne fuzije. Ker se uporabljata dva
različna merilna sistema, ki imata vsak svojo orientacijo
senzorjev glede na merjeni objekt, na katerega so senzorji
pritrjeni, je potrebno poiskati ustrezno vmesno transfor-
macijo, sicer bo na oceno točnosti meritev z inercijsko
enoto vplivala tudi točnost ocene medsebojnih transfor-
macij med obema merilnima sistemoma.

Prispevek bo predstavil algoritme za določitev vme-

snih transformacij med obema merilnima sistemoma, pri
čimer algoritem uporablja signale iz žiroskopa, ter orien-
tacijo triade optičnih markerjev.

2 Metodologija

Slika 1 prikazuje medsebojno lego koordinatnih sistemov.
Inercijska enotaIMU in triada markerjevM so nameščeni
na isti objekt, tako je medsebojna orientacijaqMI kon-
stantna. OrientacijaqMI podaja orientacijoIMU glede na
M. OrientacijaqO podaja orientacijo markerjevM glede
na bazni koordinatni sistem optičnega sistema in je izra-
čunana iz triade markerjev, orientacijaqI podaja orienta-
cijo inercijske enoteIMU glede na zemeljski koordinatni
sistem.
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Slika 1: Transformacije med obema sistemoma za merjenje ori-
entacije.

Zanima nas določitev transformacijeqMI , ki podaja
orientacijo inercijske enoteIMU glede na markerjeM. V
osnovi bo algoritem za določitev transformacijeqMI is-
kal vmesno transformacijo med odvodom kvaterniona ori-
entacijeqO in meritvami z žiroskopa, ki je sestavni del
inercijske enote. Algoritem lahko povzamemo z nasle-
dnjimi koraki:

• Numerično odvajanje kvaterniona orientacijeqO,
ki podaja orientacijo markerjev v baznem koordi-
natnem sistemu optičnega sistema. Rezultat je ro-
tacijska hitrostωO v koordinatnem sistemu triade
markerjev.

• Z linearno metodo najmanjših kvadratov poiščemo
neortogonalno matrikõR, ki preslika signale žiro-
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skopov v prostor rotacijske hitrosti triade marker-
jev.

• Izračunamo enotski kvaternion orientacijeqMI,0 iz
neortogonalne matrikẽRMI .

• S pomočjo nelinearne Gauss-Newtonove metode naj-
manjših kvadratov poiščemo transformacijoqMI ,
ki podajaj orientacijoIMU enote glede na triado
markerjevM.

2.1 Numerični izračun rotacijskih hitrosti iz orien-
tacije qO

Diskretni model [6], ki opisuje integracijo rotacijske hi-
trost v enotski kvaternionqk+1, je zapisan z enačbo

qk+1 = exp(Ω△t) · qk (1)

Eksponentno funkcijoexp(Ω△t) rotacijske hitrosti je
mogoče s Taylorjevo vrsto razširiti v

exp(Ω△t) = I +Ω△t+
1

2
(Ω△t)2 + ..., (2)

za nadaljno izpeljavo zanemarimo kvadratične in višje
člene:

exp(Ω△t) ≈ I +Ω△t, (3)

kjer je qk+1 kvaternion ob časutk, △t je časovni korak
integracije,Ω je poševno simetrična matrika rotacijske hi-
trostiω:

Ω =
1

2




0 −ωz ωy ωx

ωz 0 −ωx ωy

−ωy ωx 0 ωz

−ωx −ωy −ωz 0


 (4)

Z preureditvijo enačbe (1) lahko izračunamo rotacijsko
hitrost ωO iz znanega zaporedja kvaternionovqO,k, ki
opisujejo orientacijo triade markerjev.

qO,k+1 = (I +ΩO△t) · qO,k (5)

qO,k+1 = qO,k +△tΩO · qO,k (6)

qO,k+1 − qO,k = △tΩO · qO,k (7)
1

△t
(qO,k+1 − qO,k) = ΩO · qO,k (8)

1

△t
(qO,k+1 − qO,k)⊗ q∗O,k = ΩO · (qO,k ⊗ q−1

O,k) (9)

ΩO =
1

△t
(qO,k+1 − qO,k)⊗ q−1

O,k (10)

Kvaternionq∗O,k je konjugiran kvaternionqO,k, operator
⊗ pa je operator kvaternionskega množenja. Iz matrike
ΩO razporedimo posamezne koponente rotacijske hitrosti
v vektor rotacijske hitrostiωO.

2.2 Iskanje orientacije med triado markerjev in iner-
cialno enoto

Transformacijo med rotacijsko hitrostjo izračunano iz ori-
entacije iz triade markerjev in izmerjeno rotacijsko hitro-
stjo iz žiroskopa naIMU enoti:

ωO = RT
MI(ωg − b), (11)

pri čemer veljaRT
MI ·RMI = I,

s preureditvijo dobimo:

ωg = RMI · ωO + b, (12)

kjer je matrikaRMI ortogonalna matrika, ki predstavlja
orientacijoqMI , vektor b pa ničelni odmik (ang.gyro
bias) senzorja žiroskopa po vseh treh oseh. Sedaj v pr-
vem koraku zanemarimo pogoj, da je matrikaRMI orto-
gonalna matrika, in poiščimo matrikõRMI , ki predsta-
vlja splošno linearno transformacijo medωO terωg − b:

ωg = R̃MI · ωO + b. (13)

Ker za matrikoR̃MI torej v splošnem ne velja pogoj, da
je ortogonalna, jo lahko poiščemo z navadno linearno me-
todo najmanjših kvadratov. Enačbo (13) zapišemo zai-ti
časovni korak

ωg,k =



r̃11 r̃12 r̃13
r̃21 r̃22 r̃23
r̃31 r̃32 r̃33


 · ωO,k +



bx
by
bz


 , (14)

kjer so parametri, ki nas zanimajõrij terbx,y,z. Zapišemo
jih v vektorP

P = [r̃11 r̃12 r̃13 r̃21 r̃22 r̃23 r̃31 r̃32 r̃33 bx by bz]
T ,
(15)

ter preuredimo enačbo (14) v

ωg,k =



ωT
O,k 01x3 01x3

01x3 ωT
O,k 01x3 I3x3

01x3 01x3 ωT
O,k


 · P, (16)

kjer je 01x3 vrstični vektor treh ničel, matrikaI3x3 pa
enotska matrika.

Sedaj zapišemo matrike za celoten signal zak = 1...N




ωg,1

...
ωg,k

...
ωg,N



= Υ =




ωT
O,1 01x3 01x3

01x3 ωT
O,1 01x3 I3x3

01x3 01x3 ωT
O,1

...
ωT
O,i 01x3 01x3

01x3 ωT
O,i 01x3 I3x3

01x3 01x3 ωT
O,i

...
ωT
O,N 01x3 01x3
01x3 ωT

O,N 01x3 I3x3
01x3 01x3 ωT

O,N




·P = Ξ·P,

(17)
kjer je vektorΥ stolpični vektor velikosti(3 ·N)× 1, ki
vsebuje vrednosti rotacijske hitrosti iz žiroskopa, matrika
Ξ je velikosti (3 · N) × 12 in vsebuje rotacijske hitrosti
iz triade markerjev. Z ustrezno prerazporedtvijo enačb
pridemo do izraza za izračun vektorjaP :

Υ = Ξ · P (18)

ΞTΥ = ΞTΞ · P (19)

P = (ΞTΞ)−1ΞTΥ (20)

Pri tej metodi se lahko pojavijo numerični problemi
z invertibilnostjo matrikeΞTΞ. Če so vrednosti signala
ωT
O,i v vsaj eni komponenti nič, potem ima matrikaΞTΞ
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rang manjši od12 in inverz matrike ne obstaja. Podobno
lahko pri vrednostihωT

O,i blizu nič, kjer signal tvori samo
šum, matrikaΞTΞ postane slabo pogojena. Jasno je torej,
da mora signalωT

O,i vsebovati potrebno količino informa-
cije, da lahko izračunamo parametrer̃ij .

Parametrĩrij še ne tvorijo ortogonalne rotacijske ma-
trike, ki jo potrebujemo za pravilni preračun transforma-
cije, temveč gre za splošno linerano transformacijo. Po-
trebno je torej poiskati ustrezno transformacijo, ki je naj-
bližja splošni linearni transformaciji, ki jo podajajo pa-
rametrir̃ij in izpolnjuje pogoj homogene transformacije.
Bar-Itzhack [7] je izpeljal obrazec za izračun enotskega
kvaterniona iz splošne linearne transformacije. V prvem
koraku je potrebno iz parametroṽrij zgraditi matrikoK

K =
1

3




r̃11 + r̃22 + r̃33 r̃23 − r̃32 r̃31 − r̃13 r̃12 − r̃21
r̃23 − r̃32 r̃11 − r̃22 − r̃33 r̃21 + r̃12 r̃31 + r̃13
r̃31 − r̃13 r̃21 + r̃12 r̃22 − r̃11 − r̃33 r̃23 + r̃32
r̃12 − r̃21 r̃31 + r̃13 r̃23 + r̃32 r̃33 − r̃22 − r̃11




(21)
S pomočjo postopka za določanje lastnih vradnosti

in lastnih vektorjev se določi lastni vektor, ki pripada
največji lastni vrednosti matrikeK. Ta lastni vektor je
iskani enotski kvaternion, ki predstavlja orientacijo med
obema setoma meritev. Na ta način smo prišli do ustrezne
začetne vrednosti orientacije, ki jo je potrebno v nasle-
dnjem koraku izboljšati s pomočjo postopka nelinearne
metode najmanjših kvadratov. Ustrezno transformacijo
torej zapišemo na sledeči način:

ωg = RMI · ωO + b =

= Im[qMI ⊗ [ωO]⊗ q∗MI ] + b (22)

Z nelinearno metodo najmanjših kvadratov bomo mi-
nimizirali funkcijo F (q△, b), kar formalno zapišemo z:

min
q△∈R3, b∈R3

{F (q△, b) =
1

2

N∑

k=1

fk(q△, b)2}, (23)

kjer je fk(q△, b) =

ωg,k − Im[q△ ⊗ qMI,i ⊗ [ωO,k]⊗ q∗MI,i ⊗ q∗△]− bi, (24)

v i-ti iteraciji. Začetne vrednosti so vrednosti kvaterni-
ona qMI,0 in ničelnega odmikab0, ki jih izračunamo s
pomočjo linearne metode najmanjših kvadratov opisane
zgoraj. Enotski kvaternionq△ je funkcija treh parame-
trov q△,x, q△,y ter q△,z, ki nas zanimajo. Ničelni odmik
b je sestavljen iz ničelnih odmikov po vseh treh oseh.

q△ = [cos(q△,x), sin(q△,x), 0, 0]⊗ (25)

[cos(q△,y), 0, sin(q△,y), 0]⊗

[cos(q△,z), 0, 0, sin(q△,z)]

b = [bx by bz]
T

Iskani parametri minimizacije so torej parametri
[q△,x q△,y q△,z bx by bz]. Parametriq△ so Eulerjevi pa-
rametri, ki predstavljajo rotacije okoli posameznih oseh
x, y, z. Prednost uporabe treh Eulerjevih parametrov sta
predvsem dve: 1.) kvaternionq△ je vedno enotski kva-
ternion, 2.) ni potrebno uporabiti metod optimizacije z
omejitvami (ang.constrained optimization).

Ima pa uporaba Eulerjevih parametrov veliko pomanj-
kljivost. Parametrizacija z Eulerjevimi parametri
[q△,1 q△,2 q△,3] preslika vektor parametrov, ki so defi-
nirani vR3, v prostor posebne ortogonalne grupe SO(3),
ki pa ni izomorfna glede na vektorski prostorR

3. Posle-
dica tega je kopica anomalij pri nekaterih kombinacijah
parametrov, med anomalijami so najbolj moteče singular-
nosti [8]. To bomo reševali v dveh korakih. Prvi korak,
bolj preprost, je iskanje začetne vrednosti optimizacije,
ki je že dovolj blizu končne rešitve iteracije. To je rešeno
s pomočjo linearne metode najmanjših kvadratov, ki je
bila opisana zgoraj. Drugi korak pa je iterativno iskanje
končne rešitve z inkrementalnimi koraki v tangencialnem
prostoru na SO(3) grupo [9]. Drugi korak bo izveden
s pomočjo nelinearne metode najmanjših korakov, ki jo
bomo opisali v nadaljevanju.

Izračunajmo najprej Jacobijevo matrikoJk(q△, b) za
funkcijo fk(q△, b):

Jk(q△, b) = [Jq△ Jb] = [
∂fk(q△, b)

∂q△,k

,
∂fk(q△, b)

∂bk
]

(26)
Jacobijeva matrikaJk(q△, b) je velikosti3 × 6. Se-

daj sestavimo vse Jacobijeve matrikeJk(q△, b) za k =
1...N , kjer je N dolžina signala, v eno Jacobijevo ma-
triko J(q△, b) velikosti (3 ·N)× 6.

J(q△, b) =




J1(q△, b)
...

Jk(q△, b)
...

JN (q△, b)




(27)

S pomočjo Gauss-Newtonove iteracijske metode bomo
poiskali naslednjo vrednost paramaterov[q△, b], ki mini-
mizirajo funkcijoF (q△, b):[
q△,i+1

bi+1

]
=

[
q△,i

bi

]
−H(q△,i, bi)

−1J(q△,i, bi)f(q△,i, bi),

(28)
kjer jeH Hessova matrika, katere približek lahko določimo
iz Jacobijeve matrike, če zanemarimo odvode drugega
reda funkcijefk(q△, b) po parametrih.

H(q△,i, bi) ≈ J(q△,i, bi)
TJ(q△,i, bi). (29)

Funkcijo f(q△,i, bi) dobimo kot vektor sestavljen iz
funkcij fk(q△, b) zak = 1...N , kjer jeN dolžina signala:

f(q△,i, bi) = fi =




f1(q△,i, bi)
...

fk(q△,i, bi)
...

fN(q△,i, bi)




(30)

Funkcijaf(q△,i, bi) je vektor velikosti(3 ·N)× 1.
V začetku vsake iteracije postavimo vrednosti para-

metrov q△,i na 0. Zapišemo sedaj Jacobijevo matriko
J(0, bi) kotJi. Po enem korak iteracije Gauss-Newtonove
metode izračunamo vrednosti parametrov, ki minimizi-
rajo kriterijsko funkcijo (23):[

q△,i+1

bi+1

]
=

[
0
bi

]
− (JT

i Ji)
−1Ji fi, (31)
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Podobno kot pri matrikiΞTΞ se pri matrikiJT
i Ji pojavijo

problemi s slabo pogojenostjo, če sta vrednosti signala
ωT
O,i v dveh komponenti enaki nič, saj ima potem matrika

JT
i Ji rang manjši od6 in inverz ne obstaja. Spet je torej

jasno, da mora signalωT
O,i vsebovati potrebno količino

informacije.
Takoj zatem lahko končno izračunamo vrednost kva-

terniona orientacije za i-to iteracijo:
qi+1 = q△,i+1 ⊗ qi. (32)

Tak pristop nam omogoča, da že v nekaj iteracijah
poiščemo kvaternion orientacijeQMI ter ničelni odmikb
senzorja žiroskopa za vse tri osi.

3 Rezultati

Naslednji del prikazuje primer iskanja željene transfor-
macije na podlagi signalov pridobljenih med hojo. Slika
2 prikazuje signali iz žiroskopa (polna črta) in iz odvoda
orientacije triade markerjev (črtkana črta) med hojo.
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Slika 2: Signali iz žiroskopa (polna črta) in iz odvoda orientacije
triade markerjev (črtkana črta).

Slika 3 prikazuje trojico signalov v z-osi triade mar-
kerjev. SignalωO je izračunan s pomočjo odvajanja ori-
entacije triade markerjev. SignalωI,lin je signal žirosko-
pa pomnožen s transformacijo določeno s pomočjo line-
arne metode najmanjših kvadratov, ki je vmesni korak pri
določanju najboljše ocene orientacije. Povprečna napaka
medωO in ωI,lin je 0.2 stopinj/rad. Vrednost kvaterni-
ona transformacije jeQMI = [0.2854, −0.0071, 0.9583,
− 0.0111]. SignalωI,final pa je končni rezultat prido-
bljen z metodo nelinearnih najmanjših kvadratov, ki upo-
rablja oceno pridobljeno s pomočjo linearne metode naj-
manjših kvadratov za začetno vrednost estimacije najbo-
ljše ocene transformacije med triado markerjev in inercij-
sko enoto. Končna povprečna napaka medωO in ωI,final

je 0.1 stopinj/rad. Končna vrednost kvaterniona trans-
formacije jeQMI = [−0.0076, 0.0234, 0.9997, 0.0036].

4 Zaklju ček

V prispevku je predstavljena metoda za iskanje transfor-
macije med triado optičnih markerjev ter inercijsko me-
rilno enoto, ki vsebuje žiroskop. Za iskanje transforma-
cije je potrebno poznati referenčno orientacijo, ki jo
izračunamo iz triade markerjev. Iz referenčne orienta-
cije se določi referenčno rotacijsko hitrost, ki jo nato pri-
merjamo s hitrostjo izmerjeno s pomočjo žiroskopa in
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Slika 3: Transformacije med obema sistemoma za merjenje ori-
entacije.

poiščemo medsebojno orientacijo med triado markerjev
in inercijsko merilno enoto s pomočjo linearne in neline-
arne metode najmanjših kvadratov.

Literatura
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