LABS - binarna zaporedja z nizkimi avtokorelacijami
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LABS - Low autocorrelated binary sequences

Abstract. Low autocorrelated binary sequences (labs)
problem is a difficult combinatorial problem. It has various
applications in many communications and radar systems.
The merit factor of a sequence is a well-known measure for
the ratio of the energy in the sequence’s aperiodic autocor-
relation peak to the total energy in its sidelobes.

In this paper we give an overview of the labs problem,
some discussions of state-of-the-art algorithms for solving
this combinatorial problem and their characteristics. We
also present the best-known solution values for this problem
and an interesting observation regarding these solutions,
since most of them are skew-symmetric.

1 Uvod

V clanku opisujemo binarna zaporedja z nizkimi avto-

korelacijami (ang. ’low autocorrelated binary sequences”,

krajSe labs), ki imajo mnogo prakti¢nih aplikacij v ra-

darskih in komunikacijskih sistemih ter statisticni meha-

niki [3, 13]. Iskanje takih zaporedij predstavlja izjemno

tezak optimizacijski problem [4, 15, 17, 2, 16, 14].
Locimo dve vrsti avtokorelacij in sicer:

e periodi¢ne in
e aperiodi¢ne ali neperiodi¢ne.

V tem clanku se bomo omejili le na aperiodi¢ni problem
labs.

Preostanek prispevka je organiziran takole. V drugem
poglavju predstavimo problem labs. Tretje poglavje opi-
suje algoritme, ki so primerni za reSevanje omenjenega pro-
blema, in podajamo pregled stanja na tem podrocju. Sledi
Se zaklju¢no poglavje z idejami za nadaljnje raziskave.

2 Problem labs

Opis problema labs povzemamo po [15]. Za dano binarno
zaporedje dolZine L

S = (817827' o aSL)7 S; € {_171} (1)
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izraCunamo njeno aperiodi¢no avtokorelacijo
L—k
Ci(S) = sisizh, k=0,1,--- . L—1. (2
i=1
Energija zaporedja S je definirana kot
L-1
E(S)=Y_ C}. 3)
k=1

Faktor F' ("merit factor”) danega zaporedja, kot ga je defi-
niral Golay [9], izracunamo

L I
CeynIicp 2B(S)

F(S) @)

Zelimo, da imajo binarna zaporedja ¢im ve&ji F(S), kar z
drugimi besedami pomeni ¢im manj$o energijo E(S).

Zgled: Za lazje razumevanje prikaZzimo kratko binarno
zaporedje s petimi elementi: s = (sy, So, 83, 84,85). S
pomocjo enacbe (2) izraCunamo:

C1 = 5152 + 5253 + 5354 + 5455,
Cy = 5153 + 5254 + 8355,
C3 = 5154 + 5255,

04 = 8185.

Clen Cp smo izpustili, saj ni vkljuéen v enacbo (3),
kjer izraCunamo energijo. Omenimo, da ima vsak Cj

(k = 1,2,3,4) L — k elementov in L. = 5 je dolZina

binarnega zaporedja.

Prikazimo Se nekaj primerov zaporedij za L = 5 in

izraCunajmo vrednosti E in F':
S=(-1,-1,-1,—-1,-1), E =30, F =0.416T;
S=(1,1,-1,1,-1), E=6, F =2.0833;
S=(1,1,1,—-1,1), E=2 - F=6.25

Vrednost F' = 6.25 je optimalna za L = 5.
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L (dolZzina zaporedja)

Slika 1: Najboljsi znani rezultati za problem labs: Knauerjeva zbirka [12], ter rezultati dveh stohasti¢nih algoritmov (Borwein [5], in
Boskovié [6], ki ima oznako IssOrel). Do L < 66 so optimalne reSitve, do L < 119 so optimalne reSitve za lihe dolZine s simetrijo

"skew’, ostalo so pa doslej najboljSe najdene resitve.

V splosni obliki problem labs lahko zapiSemo:

lim F(S5).

L—oo

&)

Problem labs (vrednost limite v enacbi (5)) Se dandanes
ostaja nereSen. Golay [10] je zapisal domnevno asimp-
toti¢no vrednost ' = 12.3248 za zelo dolga zaporedja.

3 Eksaktni in stohasti¢ni algoritmi

Zaporedja pri majhnih vrednostih L lahko optimalni (mak-
simalni) F' izraCunamo z eksaktnim algoritmom, s katerim
izraCunamo vrednost F' za vse moZne razvrstitve —1 in 1
v danem zaporedju. Vseh moznostih je 27, Tako problem
labs spada med probleme z eksponentno zahtevnostjo.

Iskalni prostor problema labs je zelo skokovit in
nazob&an ter ima mnogo lokalnih optimumov.  Ce
naredimo majhno spremembo znotraj zaporedja S, ko
npr. zamenjamo en predznak s; = —s;, energija (glej
enacbo (3)) mocno spremeni svojo vrednost, kar posredno
vpliva tudi na F'.

Z eksaktnim algoritmom ne pridemo prav dale¢ (pri-
blizno do vrednosti L 35 na danaSnjem osebnem
racunalniku). Doslej so s pomoc¢jo zmogljivih paralel-
nih racunalnikov eksaktno izracunali zaporedja do velikosti
L < 66 [14]. Kot zanimivost povejmo, da so leta 1996
bili znani rezultati za L < 60 [13] in potrebni sta bili dve
desetletji, da se je meja premaknila iz 60 na 66. Pri eksakt-
nem racunanju se ponavadi uporabljajo algoritmi razveji in
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omeji ("branch-and-bound”).

Pri problemu labs obstajajo tudi simetrije. Na primer,
¢e v zaporedju zamenjamo vse —1 z 1 in obratno, dobimo
prvo simetrijo. O ostalih simetrijah pa lahko bralec razlago
s primeri najde v [6]. Povejmo, da imajo zaporedja lihih
dolZin vsaj 4 simetri¢ne optimalne reSitve, zaporedja sodih
dolZin pa imajo vsaj 8 simetri¢nih reSitev [6]. Z uporabo
simetrij se iskalni prostor le nekoliko zmanjSa, a z veCanjem
L iskalni prostor raste eksponentno.

Samo za zaporedja lihih dolZzin, L = 2k — 1, je defi-
nirana posebna simetrija skew-symmetric’ (v slovarju smo
nasli prevod ’popacena simetrija’):

Spt1 = (—1)'sp—i, i =1,2,.. . k— 1. ©6)
Ta oblika simetrije obCutno zmanjsa efektivno velikost is-
kalnega prostora — gre za zmanjSanje priblizno za fak-
tor 2 (dimenzija iskalnega prostora se prepolovi), vendar
dobljene resitve pri nekaterih vrednostih niso nujno opti-
malne. Optimalne reSitve s simetrijo ’skew’ so znane za
L < 119 [14]. Pri dolgih zaporedjih (L > 200) se resitve s
to simetrijo pravzaprav izkaZejo za kar precej dobre reSitve,
kar bomo lahko natan¢neje opazili pri rezultatih, ki jih po-
dajamo v nadaljevanju prispevka.

Druga mozZnost je uporaba stohasti¢nih algoritmov, ki
lahko najdejo dobre reSitve tudi za daljSa zaporedja, za ka-
tere pa Zal ne moremo reci, ali so optimalne. V zadnjem
¢asu so se pojavili stohasti¢ni algoritmi, ki so uspeli poi-
skati najboljSa znana zaporedja.



Na kratko opiSimo nekatere nedavno nastale stohastic¢ne al-
goritme:

e S.Halim [11]: algoritem uporablja lokalno iskanje
in iskanje s tabuji (“tabu search”). Primeren je za
reSevanje celotnih (brez simetrije *skew’) zaporedij.

e P.Borwein [5]: usmerjeni stohasti¢ni algoritem je
uspel najti dobre reSitve do velikosti priblizno L =
200.

e J. Gallardo et al. [8]: memetski algoritem, ki tudi
uporablja iskanje s tabuji. Je zelo hiter in u€inkovit.

e B.Boskovi¢ et al. [6]: algoritem IssOrel, ki teme-
lji na preiskovanju, ki se izogiba ponavljanju (”self-
avoiding walk” - SAW). Z njim so avtorji uspeli najti
precej doslej najboljsih reSitev (glej sliko 1 in ta-
belo 1).

Pri reSevanju problema labs algoritmi ponavadi tezijo k
pogostemu ponavaljanju Ze obiskanih reSitev. Kot je pozo-
ren bralec lahko razbral iz opisov algoritmov, imajo vsi me-
hanizem za preprecitev veCkratnega obiska iste reSitve, kar
lahko vodi k ciklanju. Da ciklanje preprecimo, je teZavno
opravilo. Se ena lastnost tega kombinatori¢nega problema,
ki oteZuje iskanje, je, da ponavadi obstaja mnogo reSitev z
isto vrednostjo E' oziroma F'. Vsem opisanim algoritmom
je skupen ponoven nakljucni start, ki ga algoritmi opra-
vljajo precej pogosto.

Slika 1 prikazuje rezultate najboljSih znanih algoritmov
in Knauerjeve zbirke rezultatov [12] iz leta 2004. Opazimo,
da je algoritem IssOrel (Boskovi¢ et al. [6]) uspel izboljSati
rezultate iz [12], in je na3el boljSe reSitve kot algoritem av-
torjev Gallardo et al. [8] (glej tabelo 1).

Dolzine zaporedij, ki jih najdemo pri Borwein [5] in so
prikazane v tabeli 2, ne najdemo v [8] in [6], zato ne mo-
remo nic ve¢ povedati o rezultatih v tabeli 2, saj v [S] ni bila
narejena detaljna analiza algoritma, kot je na primer prika-
zana na sliki 2. Na sliki je prikazano, da je izraCunan model

Tabela 1: NajboljSe znane vrednosti za F'.

L | Knauer [12] Gallardo [8] Boskovié [6]
119 8.4796 8.4796 8.4796
121 8.6736 8.6736 8.6736
141 8.8282 8.8282 8.8282
161 8.5266 8.5718 8.5718
181 8.6304 7.7194 8.9316
201 8.2116 7.6633 8.4876
215 8.1641 - 8.5888
221 7.6171 - 8.8544
241 7.2747 - 8.0668
249 7.2431 - 8.1323
259 7.1287 - 8.0918
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Tabela 2: Zbrani rezultati za vrednosti F' usmerjenega stoha-
sti¢nega iskalnega algoritma (Borwein [5]).

L Borwein [5]
126 9.0720
149 9.1137
157 9.0223
165 9.2351
169 9.3215
172 9.0526
173 9.3645
175 9.0768
177 9.5052
178 9.2915
179 9.0974
183 9.0073
189 9.0874

naslednji: a*b* = 45.9671% (1.1725)%. S pomo&jo asimp-
toti¢ne analize (glej [6, 7]) lahko primerjamo zmogljivosti
ve¢ algoritmov.

Ob sliki 1 se poraja vpraSanje, ali vrednost I’ pada pri
zaporedjih z L > 190 ali pa da algoritmi le niso uspeli
najti boljsih resitev v izjemno velikem iskalnem prostoru.
Na primer, algoritem IssOrel se je izvajal na raCunalniski
gruci [1]. Odgovor na zastavljeno vpraSanje je, da zaradi
izjemno velikega iskalnega prostora algoritmi niso uspeli
najti boljsih resitev!

o vse tocke
45.9671 * (1.1725)"L
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Slika 2: Asimptoti¢na krivulja za dani algoritem, ki je izracunana
s pomocjo povprecnih vrednosti (zelena barva). Za vsako dolzino
zaporedja L je bilo opravljenih 100 zagonov (Pri danem L imajo
dobljeni rezultati eksponentno porazdelitev.). Y-os ima logaritem-
sko skalo, kar kaZe na eksponentno zahtevnost problema labs.



V tabeli 1 so zbrane vrednosti F' za laZjo primerjavo.
Vse prikazane vrednosti, ki so v stolpcu Boskovic [6], pred-
stavljajo reSitve s simetrijo ’skew’. Prav tako so vse resitve
pri lihih dolzinah L v tabeli 2 reSitve s simetrijo "skew’.
S tem zelimo povedati, da ¢e primerjamo rezultate Knau-
erjeve zbirke iz leta 2004 in rezultate, ki so bili najdeni s
pomocjo algoritmov [5] in [6], lahko opazimo, da so nove
najdene najboljSe reSitve v veliki vecini s simetrijo ‘skew’.

Pri primerjavi tabel 1 in 2 moramo biti posebej pozorni
tudi na dolZine L, saj med tabelama ni preseka in ne smemo
pozabiti na eksponentno zahtevnost problema labs.

4 Zakljucek

V ¢lanku smo predstavili binarna zaporedja z nizkimi avto-
korelacijami — problem labs, ki spada med najzahtevnejse
kombinatori¢ne probleme. Predstavili smo algoritme za
reSevanje problema labs, na kratko opisali njihove lastno-
sti in opravili pregled doslej najdenih najboljSih reSitev.

Algoritmi imajo teZave pri reSevanju problema labs za-
radi velikosti iskalnega prostora, ki se poveCuje ekspo-
nentno, moznosti ciklanja pri pregledovanju resitev in last-
nosti velike spremembe energije Ze ob majhni spremembi
zaporedja.

Nadaljenje raziskave na tem podrocju pa lahko pote-
kajo v smeri opravljanja eksperimentov za lihe dolZine
149 < L < 191, da bomo lahko opravili Se boljSo pri-
merjavo predstavljenih algoritmov.
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